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❝♦♥t❡①ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ❬✷❪✱ ✐♠❛❣❡ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❬✶✸❪✱ ♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡ss❡❧s ✐♥ ✇♦♦❞ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ❬✼❪✳ ❈♦♠✲
♣♦♥❡♥t✲tr❡❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝❡r❡❜r❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❢♦r
t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❦❡rs ❢r♦♠ ✸❉ ▼❘■ ✐♠❛❣❡s ❬✸❪✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✶✻✕✶✽❪ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡ ❣r❛♥✉❧♦♠❡tr②✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ✜❧❛♠❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ▼❘ ❛♥❣✐♦❣r❛♠s ❬✶✽❪ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛t♦♠s
❬✶✼❪✳
❈♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♠❛♣
✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✶✱ ✶✷❪ ❛♥❞
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✸❉ ✜❧❛♠❡♥t ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐♥ ▼❘ ❛♥❣✐♦❣r❛♠s ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✜❧❛✲
♠❡♥t♦✉s str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✳
❱❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ r❡❝❡♥t❧② ✐♥ ❬✶✻❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡✐r
✉s❡ ✇❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡rs✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦❜❥❡❝t
✜❧t❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍✉✬s ♠♦♠❡♥ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ❜❛s❡❞
✜❧t❡rs s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ✐♥
❝♦♥❝r❡t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ✐ts ♣❡❛❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ▲❡❢t✿ ❖r✐❣✐♥❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥ F ✳ ■♥ ❣r❡②✿ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ Xt(F ) ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ p✳ ▼✐❞❞❧❡✿ P❡❛❦
❝♦♠♣♦♥❡♥t Pp,t(F )✳ ❘✐❣❤t✿ ▲♦❜❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t P
↑
p,t(F )✳
✸✳ ●r❡②✲❧❡✈❡❧ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs
❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞ s❡ts ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
❝❛❧❧❡❞ ♣❡❛❦s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦❜❥❡❝t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ❝♦✉❧❞
❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❞❡t❡❝t ❢r♦♠ ❛ ❣r❡②✲❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡ t❤❡ ♣❡❛❦s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛
s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡✿ ♦♥❧② t❤❡s❡ ♣❡❛❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❡❛❦s
✇✐❧❧ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❣r❡②✲❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ F : E →
V ✱ ✇❤❡r❡ E ✐s ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ V ❛ t♦t❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡r❡
⊥ ✭r❡s♣✳ ⊤✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❡❛st ✭r❡s♣✳ t❤❡ ❣r❡❛t❡st✮ ❡❧❡♠❡♥t✳
❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ s❡t ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② Xt(F ) = {p ∈ E | F (p) ≥ t}✳
●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❝❧❛ss C ♦♥ E ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡ts✮✱ t❤❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡♥✐♥❣ ❢♦r s❡ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❬✶✺❪✿ γx(X) =
⋃
{C | x ∈ C ⊆
X, C ∈ C}.
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ Pp,t(F ) ❜②✿
Pp,t(F )(x) =
{
t ✐❢ x ∈ γp(Xt(F )),
⊥ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❆♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐s t❤❡ s✉♣r❡♠✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♣❡❛❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿
F =
∨
{Pp,t(F ) | p ∈ E, t ∈ V }.





F (x) ✐❢ x ∈ γp(Xt(F )),
⊥ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
●✐✈❡♥ ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ τ : V E → RN t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ F ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s τ(F )✱ ❛♥❞ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ T : RN →
{true, false} t❤❛t ❛❝❝❡♣ts ♦r r❡❥❡❝ts ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡✲✈❡❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r str❛t❡❣②✱ ❛ ❣r❡②✲❧❡✈❡❧ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡r φ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❛❝t✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✿
φ(F ) =
∨
{Pp,t(F ) | p ∈ E, t ∈ V, T (τ(P
↑
p,t(F ))) = true}. ✭✶✮
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❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❜❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✿
φ↑(F ) =
∨
{P ↑p,t(F ) | p ∈ E, t ∈ V, T (τ(P
↑
p,t(F ))) = true}. ✭✷✮
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣❡❛❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡s❡ ✜❧✲
t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❧❡❛st ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s V E ✿
∨
∅ = C⊥ ✭✇❤❡r❡ C⊥ ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ ∀p ∈ E,C⊥(p) =
⊥✮✳ ❚❤❡s❡ ✜❧t❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ❧♦❜❡s ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s✳
❯s✐♥❣ ❧♦❜❡s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥✲✢❛t ❛ttr✐❜✉t❡s ❧✐❦❡ ❝♦♥tr❛st ✭✐✳❡✳✱ ❤❡✐❣❤t✮✱
♦r ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ✐s ♥♦♥✲✢❛t✱ φ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐❞❡♠♣♦t❡♥t s✐♥❝❡ ✐t r❡❝♦♥str✉❝ts ♦♥❧② t❤❡
♣❡❛❦ Pp,t
✶✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ φ↑ ✐s ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❜❡s ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✜❧t❡rs ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ✐s s❡❧❞♦♠ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡✱ ❛s t❤❡② r❡♠♦✈❡
♣❡❛❦s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s t❤❡② ❛❝t ♦♥❧② ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ✐♠❛❣❡
✢❛t✲③♦♥❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳
✸✳✶ ❖❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
❚❤❡ ✜❧t❡rs ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠
❛ ❣r❡②✲❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♦♠❡ ♣❡❛❦s
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✿ t❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ ❜❡ ❛ ❜r✐❣❤t str✉❝t✉r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜②
❞❛r❦ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭❛t ❧❡❛st ❛❢t❡r s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✮✳ ❙✉❝❤ ❛ str❛t❡❣②
r❡q✉✐r❡s ♦♥❡ t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ s❡❣♠❡♥t✳
❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ d ❢r♦♠ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r r✿
Tr,ε(v) =
{
true ✐❢ d(r,v) < ε,
false ♦t❤❡r✇✐s❡✳
■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ♥♦t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❬✶✻❪✿ ❤❡r❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ❛ttr✐❜✉t❡✲✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
s✉♣❡r✐♦r t♦ ε✳ ■♥ ❬✶✻❪✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ s❡ts
❤❛✈✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r✳
✸✳✷ ❱❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡
❱❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱
t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❝❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ t♦ ♣❡r✲
❢♦r♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs r ❛♥❞ ε✳ ❚❤❡
✶❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ h✲r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦r ✈♦❧✉♠✐❝ ✜❧t❡rs ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
❛r❡ ♥♦t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜❧t❡rs✳
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❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡
tr❡❡ ✐s ❛ ♣❡❛❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡t✿ P (F ) = {Pp,t(F ) | p ∈ E, t ∈
V }✳ ❋♦r G : E → V ✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿
supp(G) =
{
{p ∈ E | G(p) > ⊥} ✐❢ G 6= C⊥,
E ✐❢ G = C⊥.
❆ ♥♦❞❡ P2 ✐s ❛ ❝❤✐❧❞ ♦❢ P1 ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ ♦❢ F ✭P1, P2 ∈ P (F )✮ ✐✛✿
✭✐✮ supp(P2) ⊂ supp(P1)✱
✭✐✐✮ ∀P3 ∈ P (F ), supp(P2) ⊂ supp(P3) ⇒ supp(P1) ⊆ supp(P3)✳
❚❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ ♦❢ F ✐s t❤❡ ♥♦❞❡ R ∈ P (F ) s✉❝❤ t❤❛t
supp(R) =
⋃
P∈P (F ){supp(P )} = E✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ R = CFmin ✱ ✇❤❡r❡
Fmin = min{F (p) | p ∈ E}✳
❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ str✉❝t✉r❡ ✿ node =
(label, gl,
size, att, points, parent, children, active)✱ ✇❤❡r❡✿
• label ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡❀
• gl ✐s t❤❡ ❣r❡②✲❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✭gl(P ) = max{F (p) | p ∈ supp(P )}✮❀
• size ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✭size(P ) = card(supp(P )✮❀
• att ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡✲✈❡❝t♦r ❛tt❛❝❤❡❞ t♦
t❤❡ ♥♦❞❡❀
• points ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡❀
• parent ✐s ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ♣❛r❡♥t❀
• children ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ♣♦✐♥t❡rs t♦ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ❝❤✐❧❞r❡♥❀
• active ✐s ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✳
■t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s✿ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t p ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♥♦❞❡
✭Pp,F (p)(F )✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✲tr❡❡✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s♦♠❡ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ♣♦✐♥ts✿ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞✱ ❧❡❛❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❬✽❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✽✱ ✶✵✱✶✸❪✳
●✐✈❡♥ ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ τ ❛♥❞ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ T ✱ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛♣✲
♣❧②✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t ♦♥❧② t❤❡ ♥♦❞❡s ✈❡r✐❢②✐♥❣ T ✿ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ♣r✉♥❡ t❤❡ tr❡❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞❡❝✐s✐♦♥ ❬✶✸❪✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳
❆ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ st❡♣s✿ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❀ tr❡❡ ✜❧t❡r✐♥❣❀ ✐♠❛❣❡ r❡st✐t✉t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t str❛t❡❣②✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳ ▲❡❢t✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❊♠♣t② ❝✐r❝❧❡s ❞❡♥♦t❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♠❡❡t
❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❘✐❣❤t✿ ❉✐r❡❝t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❡❛❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♠❡❡t
t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❛♣♣❧②✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✮✳
✸✳✸ ❆ttr✐❜✉t❡s
❚♦ ❡❛❝❤ ❧♦❜❡ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
τ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❱❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡s ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝✱
t❡①t✉r❛❧✱ ♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♠♦st ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❛r❡❛✱ ❤❡✐❣❤t ✭♦r
❝♦♥tr❛st✮✱ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
• ❍❡✐❣❤t ✭♦r ❝♦♥tr❛st✮✿ height(P ↑) = maxp∈supp(P↑){F (p)−gl(P
↑)+1}✱
• ❱♦❧✉♠❡✿ volume(P ↑) =
∑
p∈supp(P↑){F (p) − gl(P
↑) + 1}✳
●❡♦♠❡tr✐❝ ♦r s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡②
❡♥❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❜②
♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ❬✷✷❪✱ ✈❛r✐♦✉s s❤❛♣❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡✱ ✐t ✐s
❞❡s✐r❛❜❧❡ ✭❢♦r ❡✣❝✐❡♥❝② r❡❛s♦♥s✮ t♦ ✉s❡ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✸✳✹ ❆ttr✐❜✉t❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲
tr❡❡
❯s✐♥❣ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs ❢♦r ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②
❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ r❡tr✐❡✈❡
s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ✐s t♦ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t
s❛♠♣❧❡s ✭♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
♦❢ ♠❛♥✉❛❧❧② ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s ♦♥ s♦♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ●✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡s
Fi ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✭❡❛❝❤ str✉❝t✉r❡
❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡t Si✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❣✲
♠❡♥t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡❛❦ ♦❢ Fi✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
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✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ ♦❢ Fi✿ t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
p ∈ Si ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ♦r ♣❡❛❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ Pp,F (p)(F )✳
❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Si
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❡❛❦s✳ ❆ ✇❛② t♦ ♣r♦❝❡ss t❤✐s ❝❛♥ ❝♦♥s✐st
✐♥ r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦s❡st s✐③❡ t♦ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t✬s s✐③❡ ✭✐✳❡✳✱ card(Si)✮✳
❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡✲✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Si✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡✲✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♠❛♥✉❛❧❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ str✉❝t✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❧❛♥♦❝②t✐❝ ♥❡✈✐
❢r♦♠ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦❞②
❊❛r❧② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❦✐♥ ❝❛♥❝❡r ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♠♦r✲
t❛❧✐t② ❞✉❡ t♦ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛✛❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❡r✲❛✐❞❡❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s r❡♣r❡s❡♥ts
♦♥❡ st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❢❛st❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉s♣✐❝✐♦✉s ♠♦❧❡s✳
▼✉❝❤ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ✐♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢
❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s ❢r♦♠ ❞❡r♠❛t♦s❝♦♣② ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥s ❬✹✱✶✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s
❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐st t♦ ❞❡t❡❝t ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ t❤❡ s✉s✲
♣✐❝✐♦✉s ❧❡s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡s ✐♥ t❤❡
♣❛t✐❡♥ts ❛t r✐s❦✳
▼♦❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐❣✐t❛❧ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② r❡❝❡♥t ♠❡t❤♦❞
✇❤♦s❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❛ss✐st t❤❡ ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐st ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉s♣✐❝✐♦✉s
♠♦❧❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ ❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❧❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠
✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦❞② ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳ ❈❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ❜❡
tr❛❝❦❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♠❛❣❡s✳
■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ ❛ ♠♦❧❡✲♠❛♣♣✐♥❣ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✾❪✱ ❡♥✲
❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ♣❛t✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧✲
❧♦✇s t❤❡ ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐st t♦ s❡❣♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡s✮ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤✐s
❝❧❛ss t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♠♦❧❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡
♦♥❡✳
✹✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s
P❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦❞② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s F : E → T rgb
✇❤❡r❡ T rgb = T r ×T g ×T b r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦❧♦✉r ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛
tr✐♣❧❡t (r, g, b)✳ ■♠❛❣❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡
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♠♦❧❡s ❢r♦♠ s❦✐♥✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ♠♦❧❡s ❛♥❞ s❦✐♥ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❤✉❡✱ ❜✉t ♠♦❧❡s ❛♣✲
♣❡❛r ♠♦r❡ s❛t✉r❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ s❦✐♥✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥✿ S : E → T s : x 7→ max−min
max
✇❤❡r❡ max ✭r❡s♣✳ min✮ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❧❛r❣❡st ✭r❡s♣✳ t❤❡ s♠❛❧❧❡st✮ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❘●❇ tr✐♣❧❡t F (x) = (r, g, b)✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ S(x) = 0 ❢♦r F (x) = (0, 0, 0)✳ ❆♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ❛ s❛♠♣❧❡
✈✐s✉❛❧✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳ ▲❡❢t✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ F ✭✈✐s✉❛❧✐s❡❞ ✐♥ ❣r❡②✲❧❡✈❡❧s✱ ❜✉t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘●❇
❝♦❧♦✉r s♣❛❝❡✮✳ ❘✐❣❤t✿ ❊♥❧❛r❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❤✐t❡✲❜♦r❞❡r❡❞ ③♦♥❡✱ ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
✐♠❛❣❡ S ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ F ✳
✹✳✷ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
P❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜♦❞② ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ 16 ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ♣❛t✐❡♥t
✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t✱ ❜❛❝❦✱ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ s❡t
r❡q✉✐r❡s ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❛r❡
4288 × 2848 ✭12 ♠❡❣❛♣✐①❡❧s✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣✐①❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 0.16
❛♥❞ 0.17 ♠♠✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❛r❡
t❤❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳
■♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t✇♦ ❞✐❣✲
✐t❛❧ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳
❚❤❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ❝♦♥t♦✉r t❤❡ ♠♦❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛ ✜rst ♠❛♥✉❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤r❡❡ ♦r ❢♦✉r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳
❆ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡t❡❝ts t❤❡ ♠♦❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥❡s✱
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✮ ❬✾❪✳
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❆ttr✐❜✉t❡s ❛♥❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ■♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s✱ ♠♦❧❡s ❛♣♣❡❛r ❛s
❜r✐❣❤t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t str✉❝t✉r❡s✳ ❈✉t❛♥❡♦✉s s✉r❢❛❝❡s ❤❛✈❡ ✉♥❡✈❡♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛✲
t✐♦♥✿ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ♠♦❧❡s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❜r✐❣❤t str✉❝t✉r❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸ r✐❣❤t✱ t❤❡ ✉♠✲
❜r❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛r♠ ❛♣♣❡❛rs ✈❡r② ❜r✐❣❤t ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡✮✳ ❚♦ ❡❛❝❤
❧♦❜❡ P ↑(S) ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛r❡❛✱ ❝♦♥tr❛st✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
τ(P ↑(S)) = (area(P ↑(S)), contrast(P ↑(S)), compacity(P ↑(S))).
❚❤❡ ❝♦♠♣❛❝✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ r♦✉♥❞♥❡ss ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
r❛t✐♦ 4πA
P 2
)✮✱ ✇❤❡r❡ A ❛♥❞ P r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦♥t♦✉r ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ✭✐t ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ✉s✐♥❣
❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡s✮✳ ❍❡♥❝❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦
✉s❡ t❤❡ ✜rst ❍✉✬s ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠♦♠❡♥t✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛s
s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❝♦♠♣❛❝✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
t❡st❡❞ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳
❆s ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ Tr,ε✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣r❡ss ♣❡❛❦s t❤❛t ❞✐✛❡r ♦❢ ♠♦r❡
t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛♥t✐t② ε ❢r♦♠ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♠❛♥✉❛❧❧②
s❡❣♠❡♥t❡❞ ♠♦❧❡s ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡s {vi} ♦❢ ❛❧❧ s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s ✐s ✉s❡❞
















T (vi − r),
✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ ♠♦❧❡s✳
❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ st❡♣ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✲
✉t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡s ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② t♦ ✉s❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
✈❡❝t♦r r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ✱ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ r ❛♥❞
t❤❡ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡s x ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡
❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡✿
dM (x, r) =
√
(x − r)T Σ−1(x − r).
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❍❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ε ✐♥ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ Tr,ε ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ε = 1.0 ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✏♥♦t
❢❛rt❤❡r✑ t❤❛♥ ♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❡❝t♦r✳
✹✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts
❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦♥ 12 ✐♠❛❣❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ ✉s✐♥❣ ❙❛❧❡♠❜✐❡r✬s r❡❝✉rs✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✷ ✐s 8 s❡❝♦♥❞s
♦♥ ❛ P❡♥t✐✉♠ ■❱ ✸✳✷ ●❍③ ✇✐t❤ 2 ●❜ ♦❢ ❘❆▼✳ ❊❛❝❤ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣ ✐s ♠❛❞❡
✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ✭0.1 s✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐st ✐♥
r❡❛❧✲t✐♠❡✳
❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✭❢♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ♦♥❧②
❛♥ ❡♥❧❛r❣❡❞ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s s❤♦✇♥✮ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢
♠❛♥✉❛❧❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ ♠♦❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst r♦✇ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♠♦❧❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱
✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇✱ ♦♥❧② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦♥❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t tr❛✐♥✐♥❣ s❡ts✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❝✐s❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡r ✐s
❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦♣❡r❛t♦r✿ ❞❡t❡❝t❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ tr✉❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❧❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❜r✐❣❤t str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
✐♠❛❣❡✿ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢❛❧s❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝r✐t❡r✐❛✳
❱✐s✉❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♠♦❧❡s ❜② ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐st t❡♥❞s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r② s❛t✐s❢②✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆s t❤❡ ❝❤♦s❡♥
❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ❞✐st❛♥❝❡
❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❣✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳
✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦s
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs
❢♦r ❣r❡②✲❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜❧t❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❡❛❦s ❣✐✈❡♥
❛ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡ ❛♥❞ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r✉♥✐♥❣
str❛t❡❣②✳ ❙♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✉s✐♥❣ ✈❡❝t♦r✲❛ttr✐❜✉t❡s ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡♠
✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❞❡✈♦t❡❞ ✖ ❜✉t ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✖ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡②
❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
❡♥r✐❝❤❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦s✳
❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
♦❢ ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐❝❛❧ ✷❉ ❞❛t❛✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❛❝t✐✲
t✐♦♥❡r✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢
✈✐❡✇✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t t❡♥❞s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ✐s
✷❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✵❪✱ ❙❛❧❡♠❜✐❡r✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡❀ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② t✇✐❝❡ ❛s ❢❛st ❛s ◆❛❥♠❛♥✬s ♦♥❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✐s
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♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ❢❛st ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ✉s❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲tr❡❡s✳
❋✉rt❤❡r ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❝♦♥s✐st ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❜② ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❛❧ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t♦rs✮ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐t t♦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❋✐rst ❝♦❧✉♠♥✿ 5 ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❣♠❡♥t❡❞ ♠♦❧❡s ✭✐♥ ✇❤✐t❡✮✳ ❙❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥✿
▼♦❧❡s s❡❣♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ 3.0✳ ❯s✐♥❣
❝♦♠♣❛❝✐t② ❛s s❤❛♣❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ♠♦❧❡s ❢r♦♠ ♦t❤❡r
❜r✐❣❤t str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ r✐❣❤t✱ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✮✳
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦♠♣❡t❡♥❝② ◆❡t✇♦r❦ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❝✐❡♥❝❡s
♦❢ ❲❡st❡r♥ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ✭❍❊❙✲❙❖✮✱ ✉♥❞❡r ❣r❛♥t ★ ✶✻✶✾✽✳ ■♠❛❣❡s ✇❡r❡ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡r✈✐❝❡ ♦❢ ●❡♥❡✈❛ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❍♦s♣✐t❛❧✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✶❪ ❊✳ ❏✳ ❇r❡❡♥ ❛♥❞ ❘✳ ❏♦♥❡s✱ ❆ttr✐❜✉t❡ ♦♣❡♥✐♥❣s✱ t❤✐♥♥✐♥❣s✱ ❛♥❞ ❣r❛♥✉❧♦♠❡tr✐❡s✱ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✻✹ ✭✶✾✾✻✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ✸✼✼✕✸✽✾✳
❬✷❪ ▲✳ ❈❤❡♥✱ ▼✳ ❲✳ ❇❡rr②✱ ❛♥❞ ❲✳ ❲✳ ❍❛r❣r♦✈❡✱ ❯s✐♥❣ ❞❡♥❞r♦♥❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ❢♦r ❢❡❛t✉r❡
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ■♠❛❣✐♥❣ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②
✶✶ ✭✷✵✵✵✮✱ ♥♦✳ ✹✱ ✷✹✸✕✷✺✸✳
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❬✸❪ P✳ ❉♦❦❧á❞❛❧✱ ■✳ ❇❧♦❝❤✱ ▼✳ ❈♦✉♣r✐❡✱ ❉✳ ❘✉✐❥t❡rs✱ ❘✳ ❯rt❛s✉♥✱ ❛♥❞ ▲✳ ●❛r♥❡r♦✱ ❚♦♣♦✲
❧♦❣✐❝❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❞ ❜②
✉s✐♥❣ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✸✻ ✭✷✵✵✸✮✱ ♥♦✳ ✶✵✱ ✷✹✻✸✕✷✹✼✽✳
❬✹❪ ❙✳ ❋✐s❝❤❡r✱ P✳ ❙❝❤♠✐❞✱ ❛♥❞ ❏✳ ●✉✐❧❧♦❞✱ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ s❦✐♥ ❧❡s✐♦♥s ✇✐t❤ ♣✐❣♠❡♥t❡❞ ♥❡t✲
✇♦r❦s✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭■❈■P✬✾✻✮✱
✶✾✾✻✱ ♣♣✳ ✸✷✸✕✸✷✻✳
❬✺❪ ▼✳ ●r✐♠❛✉❞✱ ◆❡✇ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛st✿ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ■♠❛❣❡ ❆❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧
■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ■■■✱ ❏✉❧② ✶✾✾✷✱ ♣♣✳ ✷✾✷✕✸✵✺✳
❬✻❪ P✳ ❍❛♥✉ss❡ ❛♥❞ P✳ ●✉✐❧❧❛t❛✉❞✱ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡♥❞r♦♥✐q✉❡✱
❘❋■❆✬✾✶ ✲ ❘❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❋♦r♠❡s ❡t ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆rt✐✜❝✐❡❧❧❡✱ ✶✾✾✶✱ ♣♣✳ ✺✼✼✕✺✽✽✳
❬✼❪ ❘✳ ❏♦♥❡s✱ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t tr❡❡s✱ ❈♦♠♣✉t❡r
❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✼✺ ✭✶✾✾✾✮✱ ♥♦✳ ✸✱ ✷✶✺✕✷✷✽✳
❬✽❪ ❏✳ ▼❛tt❡s ❛♥❞ ❏✳ ❉❡♠♦♥❣❡♦t✱ ❊✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t
tr❡❡✱ ❉●❈■✬✵✵ ✲ ❉✐s❝r❡t❡ ●❡♦♠❡tr② ❢♦r ❈♦♠♣✉t❡r ■♠❛❣❡r②✱ ✷✵✵✵✱ ♣♣✳ ✸✾✷✕✹✵✺✳
❬✾❪ ❇✳ ◆❛❡❣❡❧ ❛♥❞ ◆✳ ❇♦❝❤✱ ❯♥ s②stè♠❡ ❞✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ❝❛r✲
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